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放射光基礎講座(そのお

偏向電磁石からの放射のー電子理論

高エネルギー物理学研究所宮原 恒畏

これまで講座を続けて，読者からの感想の

に， “話が定性的にすぎる。もう少し数式を用い

てもよいから定量的にならないか"，という指摘

があった。もとより私は数式いじりが不得手なの

で，数式をいじりだすと時間がかかってしまい，

先号には原稿が間に合わなくなってパスしてしま

った。今回，偏向電磁石からの放射光についての

み数式を大量に含む原稿を作ることになったが，

かえって物理がわかりにくくなってしまうのでは

ないかという不安ももっている。しかも準備とし

て，どうしても遅延ポテンシャル (Liénard­

Wiechert) について触れざるを得ないが，これもや

さしく定性的に解説することは頁数をとるので別

の機会にし，今回はこれについてはある程度既知

のものとしてとり扱っている。

以下をチラと見ただけで読みとばしてしまう

者が少なくないことを危倶しながら，ある意味で

「官僚的J に書いた次第である O

1. Liénard圃Wiechert のポテンシャル

加速度運動する荷電粒子からの放射について考

える時は次の Lié白印nar吋d

W ポテンシヤ/レω) から出発すると便京和利!りiである O

l スカラーポテンシ川(xι? ω 
- LJ:71ε 。

ベクトルポテンシャル: A(x庁， t) = 十土つ旦 (2) 

単位系は MKS であり， s は
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O(xa,t) 

P(xd,t') 

P' 

図 1

で定義され，観測点は Xα ，観測時刻は t である

が，信号を発した時f(t' < t) における電荷の位置は

Xα ，そのときの電荷の速度は uである。すなわ

ち，上の L-W ポテンシャノレは， (xα， t) という座標

での値であるが，右辺のUや s という量は，時刻 t

に到達する信号が，出発したときの時刻 t' には，

どこにあり，どれだけの速度をもっていたかにの

み依存していることに注意する必要があるO 従っ

て，時刻 t には荷電粒子は一般には P と異なる P'

にあることになる。

2. 変数変換

点O における電磁場が時間的に変化するとすれ

ば，それをフーリエ変換することによって平面波

に分解することができる。但し，この分解は時刻
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Z 

t に関するものであり，他方 L-W ポテンシャルは

t' で表現されているから ， t~t' の変数変換の関係

を導いておく必要がある。まず，

dr /�¥ r.u 
訂ロ -u， ~òf)xαz-7 

また， r(xα， x'α(t ') )口 c(t-t') 

これらより
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(4) 

が得られ， t~ t' の関係が得られる。

3. 等速円運動からの放射

上図のような X ， y , Z軸が直交する座標系を考

え，電荷は xy平面上で半径 aの円周上を角速度ω。

でまわっているとする。従って， u も xy平面上に

あり， これを延長すれば y軸とまじわる。観測点

。は円軌道から十分に遠方にあり，図のベクトルR

は zy面とほとんど平行であるとする。すなわち，

y 

間 2

Rx<< Ry , Rzでこれらの値は円周上の電荷の位置に

よらないとする。これを無限遠近似という。ただ

しこの段階では βが小さいとは仮定していない。

そうすると
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これを積分すると，

t=ト (~)sina則的t')+ B._ 
\cα)0' C 

但し，この最後の項は積分常数で， t'=O のとき

t コ R/c より決まる。

4. ベクトルポテンシャルのフーリエ分解

4πεoc2 A(xα， t) u(f) 
e S 

であるから， ω =pωO (Pは整数)， k=ω/c とおい

て， このポテンシャルをω。の高調波にフーリエ分
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解する。第 2 次成分をんとすると

4TC餔C2 Aixα)ωo f2u(tUJ ム
eπ)0 S ~ '-A-~ 

_ ~ikRωo r Wo U(t')…_ r ~. ,/J.. 
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u の成分は，

Ux = ーな sin(ωo f), uy ロ ucos(ωo t')，立z 口 O

さらに ψ=ω01'とおくと

A y,i =-; eyei L lfz抑 I ie(伊一与 sinαmψ)1 
4π】εoC】t( JV ~ ¥_; ~ 

:____ikR 刀一 、

x sinωdωコーニコニァ L/ 下二 sinαl
.. 2πεoC己R 九\ C I 

Ayfl = プÍkLf;π吋ie(伊すsinasincp) ] 
Ll:TC-ε 。c- t( 

x coscpdcp= 誌~~([ん(ぞ mα)]

/ (ぞ s泊α)}

となる。但し， Jf], Jf]は第 1 種のベッセル関数およ

びその積分である。 (5)式の導出については付録 I

を参照されたい。

5. 電磁場の計算

18Aヮ δA"δAv
B 口\7xA= I L.一一二y ^ 

¥ 8y 8z ' 8z 

δAz 8Ay 8 Ax¥ 
δx' 8x 8y I 

において

Az 口 O

δAy δR 8Ay 8Fミ ーーー
δzδz 8R' 8z '-',,'-''''' 

δieikRL-eikR B ikJKR 
δR ¥ R I R2' R 晶

(5) 

(6) 

227 

等が得られるが，この式を 2乗して，半径Rの球

面をつらぬくエネルギーの流れを考えると， 1/R2 

に比例する第一項は電磁波の放射に寄与しない。

したがって第二項のみを考えればよい。

さらに
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E= 長船時より

Eflx ロ長(ByRz -Bz Ry) 

zi(Adik)めω+Rysina) 

=長(A品)伽山市sin2α)

= C(Axflik) (7) 

Efly= 長(BzRx 一九九)

:長(-Axflik叩・Rx

+ Ayflikcosα ・ Rcosα)

EflZ= 長(BxRy ByRx) 

=長(-Ayflikco川

Axfl ik cosa. Rx) 

Rx << R なので

ζc (-Ayf] ik) COsαsina 、
、
，
ノ

n
λ
U
 

〆
f
\

以上までの考察では α( したがって ß) に何の

制限を設けなかった。ここでα コ π/2 したがって 3
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'"'"' 0) という条件を諜する。このとき， Rx<< R に

注意すると， Egy<< Egx となるが， これは電磁波が

横波であるから当然予想される結果である。さ

て， α 口 π/2 ならばらz= 0 となるが， これは電磁波

が x方向に偏光していることを意味する。

さて，以下では通常の放射光の条件，すなわち

電子エネルギーが十分に高くて， u ご Cであり，か

っ α ご π/2である場合について，さらに近似をすす

めよう。

6. ベッセル関数の近似とエアリ一関数

ベッセル関数については付録互により

同)zj氏側凶一 εsint)同 、
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ともかけるが， tが大きいときは積分にほとんど寄

与しない。特に nが非常に大きいときは， tが 1 よ

りはるかに小さいときのみがほとんどの寄与をす

る。一方， ε は (u/c)sinα に対応するので， u~cの

ときは，ほぼ l に等しい。よって

ε::::::1 かっ ε<1 より
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さらに sint を tで展開すると以上より
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となる。これをエアリ一関数を用いて書きかえる

ために，エアリ一関数を以下のように導入する。

(Aj (z) とかかれる)

ω一%πAi[(3a) -Y3x] イシos(at3+ xt)dt (ω 

これを用いてさきの近似式を書きかえると

n(1 -ε2) 
a215'xz 一三一ーとおき

放射光第 6 巻第 2 (1993年)
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一方，エアリー関数は第二種ベッセル関数と関

係があり，

z=(初~なわちト32叫おくと以下のよ
うになる。

(14) 
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とおくと(13) ， (1 4) , (1 5) より
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Kl/o (お 1
-π 

(16) 

となる。同様にして九(日ε) については
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となり，かっ ε~1 だから(15) に注意して

jh(ndZ4(トε2) 弘(およ (山
TC 

さて，以上の関係を用いて具体的に電場を求め

ょう。

β= 与一αα寸より
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ここで c~u に注意すると

1-ε2~γ-2 十 ß2= r-2 (1 +γ 2 ゚2) 

となる。但し，
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さらにK4去γ32を代入し

J3ie(ω/ωc)eikR 句作 1 川
Ek'z~ 十rZßZ) 1/乙但r)K 1I3 (め (23) 

4π乙εoRa

同様にして，

eukeikR v. l12u. ¥ 
Eilx ~ c(Axa ik) ヱ一一一一Ja I~sinαl 以 x1! ~~~I 

2πεocR" li ¥ c UU~""I 

eukeikR 1 1 つつ つ
二一一一一一一マー(1+r i.

ß
i.)γ - i.K7/::\(Ð 2πεoRcπ J 3 

¥ ~ I {'J / I ~ ~ä "6 

3 今
また， t=nZ5であったが， ωc-ωo2 r

3 (20) よって

とおくと

EZ2γ32 

となるから

トす (1-e 2)3/2 ~ 

=￡;日刊)3/2

となる。従って

[伯ωε寸川 i 

J九川nνn(伯悩刷n即凶εe) ζト一一7戸一-2 (は1+吋r 2，切ザ例3ゲ凶2り) 一?戸Kι凡7/::l (ω釘 j 

(21) 

(22) 

これから電場を計算すると， c ご u， cosα ご3 と近似

して

Ek'z ~ c( -Ayk' ik) COSαsina 

ヱーな:UE(ぞ叫cosa/ぞ)

付 3e(ω/ωc)e郎 りの
4πLεoRaω 

(24) 

となる。 eikR は coherent な因子である。 (23) には

i がかかっているので (24) とが2だけ位相がずれて

いることに注意しよう。

7. 放射パワーの角分布の計算

ポインティングベクトルを S とすると，この方

向はらyが Eez' Ek'z に比べて小さいので y軸の方向

(接線方向)にむいている。この大きさをS寸SI と

すれば真空中では

cε ハ
S=2ニ EE*

但し， E* は Eの複素共役

(25) 

よって Ek'z' Eex のどちらについても

3e2(ω/ωC)2C っ
S ご っつ つつ g己という形にかける。

2(4π己)6εoRza
ソ

但し g は

{:川刊)沢民肌)K1I3凡凡ιiν川/氾山3
~ (26) 

7行(1ド+r 2，切:ß2り)K凡2/氾ぷ3(釘(伐X成分のとき) J 
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である。

これにがdQ (Q は立体角)という面積をかけ

るとその面のうけるパワーが得られる。

円 3e2(ω/ω r.)2c 。
P1 =SR乙dQ= つつ U っ gL:dQ
1 2(4だっLεoai;

放射光第 6 巻第 2 号 (1993年)

3e2(ﾀcIﾀ)2 I つπe\ っ
ドじ (~;~V)γ2(1 +γ2ß2)倫)2
p 4π2a \八/

X Kt/3 (のilldβ

3e2(Àclえ)12nc ¥ ヱ フ(一子)γ2(1十r2ß2)2K~/3(叫dß
4πi;a ¥ ﾆ L: I 

(28) 

しかしこれは，一つの高調波成分についてのパ

ワーである。 dω という幅をとるとこの中には 但しどは (21)より

dω/ω。ケの高調波があるので， ω。 =c/aに注意すれ

ば

3e2(ω/ω r.)2C 只。
P2= つつ v ニピdQdω

2(4πL:)L:εoa 

とかきなおせる。さらに ω = 2nc/えより

iル(予知となるから

3e2(ん/え) 2 I 引πc\ っ
2- 二 i一子 IgL:dÀdQ

2(4π乙)乙εoa ¥ ﾀ Z I~ 

となる。ここでdQ=dßdψ と分解して， ψについて

全周で積分すると， 2πがかかり

川 ハ~ ~，川《 えんハ n ハハ…，川<

1 ~←汗一一=ι引ニ引山(仕川1ωc'~ I f'J , 2ﾀ 

2πc 2πe 4 _~^， -3 
Àc…一一 一 -;;-nar -'\.・ ω。コー) J (29) 

ωcω。 (3/2)γ3 3"~1 , .wv a 

である。但しこれは全周について積分したパワー

であるから， もしスリットを見込む水平方向の角

が O であれば，乏をかける必要があるO
~n 

Pp 十 PS を β について積分した結果は，結果だけを

かくと ， CGS では

P22;(会)r 7(与)3 [f;c/ﾀ K5/3 (η叫ωα

3e2(ん/え) 2 12nc\ っ
= J i 一手 Ig切dß

16πdεoa ¥ ﾀ L I 

となる。以上について計算器で計算するのは容易

(27) である。その際，第二種ベッセル関数について

は，収束の早い，積分表示

となる。これは MKS の表式である。これを CGS

になおすと以下のようになる。 MKS では
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また CMKS= 10-2 Cc邸， aMKS= 10-~gs' 
l 

eMKS = 10 ・ CMKS ecgs 

これらを代入すると CGS では，

3e~Q'S(え/え) 12nc \ っ
= 76:u l でつ;::lgL:dÀdß となる。

4π“ aCgS
、八】 F

以上より軌道面に垂鹿および平行な電場成分に

よるパワーは CGS で

Kv (臼ωZ訪) 口 ÷訂j二e 叩一づザ叫-1γ叫vバJぺtト同-一f切吋-辺切Z抗C (31) 

を用いればよい。またこの不定積分は

f Kv(z)dz= -f二ヰrut-zco吋 (32) 

となるから P' の計算に用いることができる。

以上のように， U~C， α ご π/2 という条件のもと

では，第二種のベッセル関数を用いた表現が得ら

れた。この表式は，数値計算する場合は式(31) や

(32)を利用できるので便利である。ただし通常

のベッセル関数を用いた公式(5) は， U~C ， α2π12 

という条件を前提としていないので，より一般性
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がある。

また，変数をえ→ω に変換したり，パワーでな

く光子数の表示にするのは簡単な算術であるの

で，読者の皆様がそれらの公式を導けると思う。

付録 i

ベッセル関数の積分表示

九(z) =会f~π仰 {i(n8-zsin8)} (33) 

および母関数表示

仰{ ~ (寸)ト n2∞ Jn(z) tn (34) 

を考える。 (34)式を tで微分すると

す(吋)叫?什)} = n~co Jn (z)ntn-1 

=3∞
z 
Jn(Z)tn+ ~ ~Jn(Z)tn-2 

これを (34)式と比較すると

川) Jn+ 1 位)= ~ (Jn (z) + Jn+2 (Z) ) 

これから

ぞι(z) ご Jn- 1 信)+ Jn+1 (Z) (35) 

(34)式を zで微分すると
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したがって

九(かみ(Jn-l(z) -Jn+ 1 (z) ) (36) 

さて，問題の式を X とすると

x= 去f~
π州州制-zsin側

= ;7< f~' e
ie 

~己閃{i仇

会 [f~
π州i{(n+ 1)θ-zsin州θ

十 f:xexp蜘-1)8-zsin8}]d8 

と変形し， (35)式を用いればよい。

また

よf~πsi仇xp{i(n8-zsin8)} d 

についても同様に変形して (36)式を用いればよい。

付録 11

(33) を用いて

キf~
7Z'州n8-zsin8)d8

=会 [f~π仰{制-zsin仰O

十 f~
7Z'吋-ω-zsin側。)

= 
1 [Jn(z) 一会ffexp{i(nm

ziijn(Z) 十九(z)] =九(z)
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